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1. Sean a,b € R. Calcula las siguientes integrales indefinidas:
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2. Sea a > 0. Calcula las siguientes integrales impropias:
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3. Derivacién paramétrica de integrales. Calcula las siguientes derivadas:
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4. Derivacién en el sentido de las distribuciones y la distribucién delta de Dirac. Se define la
funcién escalén (también llamada funcién de Heavisade) como

1 si z2>1
H(w):{o - P

si x<0.

Se llama masa de Dirac centrada en 0, denotada 8y(x) , a la derivada de H(x) respecto a z. Como es
bien sabido, toda funcién derivable es necesariamente continua. Por tanto, como H(x) no es continua en
x = 0, no puede ser derivable en dicho punto, al menos en el sentido de derivacién introducido por Newton.
Veamos qué sentido tiene pues la afirmacién anterior.

a) Sea v : [-1,1] — R una funcién continua, con derivada continua, y de modo que v(—1) = v(1) = 0.
Utiliza la fé6rmula de integracién por partes para comprobar que

1
/_1 H'(z)v(z) dz = v(0).

b) En el contexto de la Fisica Cudntica, Paul Dirac (Premio Nobel de Fisica en 1933 junto a Erwin
Schrédinger) introdujo la distribucién delta () atribuyéndole las dos siguientes propiedades:

So(x) = { Loo S% i i 87 /+°° 8o (z)v(x) dz = v(0),

si oo

donde v es como en el apartado anterior.



Estas dos propiedades no encajaban con las Matemadticas conocidas en 1933 pues la integral de
Riemann no estd definida para ” funciones” que toman el valor +oc0. El sentido en que deben entenderse
las propiedades anteriores es el siguiente: para cada & > 0 consideremos la funcién

1 .
= 8 —-e<z<cg
) = 2e = =
fe(@) {O si |zl >e¢

Utiliza el Teorema de la media del Célculo Integral para comprobar que

lim /00 fe(x)v(x) dz = v(0),

=0

donde v es una funcién como en el apartado anterior.
Teniendo en cuenta los resultados de los dos apartados anteriores, es decir,

1

/_1 H' (z)v(z)dx =v(0) y / do(z)v(x) dz = v(0) Vo,

—1

podemos concluir que H'(z) = o(z). Esta forma de entender las derivadas es lo que se conoce con
el nombre de derivacién en el sentido de las distribuciones.

5. Algunas Aplicaciones del Célculo Integral. Son muchas y muy variadas las aplicaciones del Calculo
Integral en Fisica e Ingenieria. Se presentan a continuacién algunas de ellas.

a) Las lineas de forma en espectroscopia de resonancia magnética se describen a menudo a través de la

funcién de Lorentz 1 "

TL+T2 (W —wo)®

donde T y wy son constantes. Calcula f:: g(w) dw.

gw)=

b) La probabilidad de que una molécula de masa m en un gas a temperatura T se mueva a velocidad v
estd dada por la distribucién de Maxwell-Boltzmann

m \3/2 2

-4 ( ) 2,—mv?/(2kT)

f (@) "\ kT vie
Calcula la velocidad media ¥ = [;° v f(v) dv.

¢) La fuerza que actda entre dos cargas eléctricas g, y qo separadas una distancia x en el vacio est4 dada
por (ley de Coulomb)

oy g2
Fz)= drega?’

donde € es la permeatividad del vacfo. Calcula el trabajo ejercico por dicha fuerza para el caso de
dos cargas iguales (por ejemplo dos electrones) que se repelen, es decir, calcula W = — ffoo F(x)dz.

d) Consideremos una barra de longitud L con densidad de masa p(z) = L —z, 0 < z < L. Calcula la
posicién del centro de masas, es decir,

P fOLme(r) dr
F o)

y también el momento de inercia respecto al punto xy, el cual se define como
v 2
1 :/ plx) (& — xo)” da.
0
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